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Rezime

U radu se daje prikaz hronologije kako se do sada
odredivalo kriticno vreme hladenja i temperatura
predgrevanja kod zavarivanja. Autor rada uvodi
jedan nov pristup u izraCunavanju temperature
predgrevanja koristeéi iskustva iz stanja tehnike
kao i svoje dugogodiSnje rezultate istraZivanja na
polju zavarivanja. Ranija reSenja su se bazirala na
2D i 3D Rosenthalovom modelu izraCunavanja
krititchog vremena hladenja i pripadajuée
temperature predgrevanja i poboljSane izraze koje
je koristio British Standard. Ovaj rad Koristi
potrebna iskustva iz termije i odgovarajucih
disciplina matematike. Problemi koji se javljaju i
spre€avaju efikasno dobijanje reSivih izraza na
prost i elementaran nacin, autor ovog rada to
reSava na jedan potpuno nov i inventivan nacin.

1. Uvod

Rad je nastao analizom i studiranjem literature
date u [1-5]. Posebno valja izloziti rezultate velikih
istraZivaCa prikazanih u [6-10] ¢&iji su doprinosi
omogucili istrazivanja istrazivaCima u oblasti
termije.

Autor ovog rada je istrazivao znacajan broj stru¢nih
i nauénih radova Kkoji se bave odredivanjem
kritichog vremena hladenja i temperature
predgrevanja od kojih treba istaéi radove prikazane
u referencama [10-24] rada. U ovim radovima se

koriste teorijski modeli i formule, paketi za
simulaciju, rezultati iz prakse, upotrebljava se
odredivanje  navedenih veli€ina na osnovu

ekvivalenta ugljenika ili ekvivalenta CE, kao i druga
razna iskustva iz prakse.
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Abstract

This paper presents a chronology of how the critical
cooling time and preheating temperature in welding
have been determined so far. The author of this
paper introduces a new approach in calculating
preheating temperature using prior art experience
as well as his long-term research results in the field
of welding. Earlier solutions were based on
Rosenthal's 2D and 3D model for calculating the
critical cooling time and the corresponding
preheating temperature and the improved
expressions used by the British Standard. This
paper uses the necessary experience in thermal
and the corresponding disciplines of mathematics.
Problems that occur and prevent efficient obtaining
of solvable expressions in a simple and elementary
way, the author of this paper solves it in a
completely new and inventive way.

Posto su se dosadasnje formule za proracun bitnih
komponenti termiCkih procesa pokazale grubim u
smislu taCnosti i reSivosti, autor je koris¢enjem
brojne i izabrane literature iz matematike i
numeri¢ke analize [25-34] izveo proste analiticke
izraze za temperaturu predgrevanja koji ¢e biti od
velike koristi istraZzivaCima i tehnolozima koji se
bave tehnologijom zavarivanja.

Inventivnim rezultatima su doprineli rezultati koje je
postigao autor ovog rada ucestvujuéi u
publikovanju radova [35-40] sa koautorima ili
samostalnim istraZivanjima. Korisno su posluzZili i
izlaganje i rezultati radova [41-42] koji su
publikovani u renomiranom c&asopisu iz oblasti
zavarivanja gde su dati teoretski i prakti¢ni rezultati.
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2. Nov model izraédunavanja
predgrevanja zavarivanja
Raspodela temperature u ploCi koja se zavaruje se
moze opisati Furijeovom jednacinom

aT 0’T  9°T

7= 5 @
gde je a =Ciy - koeficijent toplotne provodnosti, c-

temperature

specifiCna toplota i y-specificna masa.

KoristeCi iskustva iz [6-9] reSenje Furijeove
jednacine se svodi na

_q VX v b\ gs
T(F,X)— m exp (- g) Ko[r (E + ;) ] (2)

gde je Ko modifikovana Beselova funkcija Il vrste i
nultog reda.

Kada je intenzitet unosa koli¢ine toplote q vedi,
prethodna jednacina se svodi na

T(ythLexp(-ﬁ-bt) ©)
vdvamicyt 4at
i ova jednacina predpostavlja da je toplotni fluks

duz ose x nula. Za slu€aj da je najveca brzina

hladenja u zoni vara, mozZe se pisati y=0 i
zanemariti taj ¢lan u eksponentu, te je

q
T)=—F—— 4
© vdV4micyt )

Pri zavarivanju bitne su veli€ine vremena pri kome
se prolazi hladenjem, posle zavarivanja, na
temperaturama od 800 °C i 500 °C.
Do sada su se u literaturi [1-10], ovi reZimi opisivali
i istrazivali pomoc¢u 2D i 3D Rosenthalovog modela
jednacina. Tako je za 2D model
¢ 1 1 .
4mhy cdz[(soo-Tp )2 (800-Tp)2] )
gde su: d debljina materijala, q ulazna toplota, T,
temperatura predgrevanja, tgs  kritiCno vreme
hladenja, A termalna provodnost u [Js' m™°C], ¢
specifiéna toplota u [Jkg'C'] i v je specifina
teZina u [kgm™].
Za 3D model za izraCunavanje kriticnog vremena
hladenja u funkciji temperature predgrevanja postoji

u literaturi izraz:
q 1 1

tgs

%5= 20,1 500-T, "800-T, ) ©

Za izbor modela pri zavarivanju se koristi jednacina
9 1 05

dgr_[ pc ( 500'Tp )+( )] ) (7)

800-T,
tako da se ispituje debljina trake koja se zavaruje,
te ako je jednaka ili manja od veliine date izrazom
(7) tada se uzima model tipa 2D, u suprotnom se
koristi 3D model. Sve ovo se vrSi da bi se
poboljSala tacnost.

Jednacine (5) i (6) su se upotrebljavale u dugom
vremenskom periodu, a da pri tome se nije
pristupalo njihovom kritickom ocenjivanju pri

4
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prakticnim primenama gde se podrazumeva ceo
opseg korid¢enja promenljivih i za razne vrste
zavarivanja.
U referencama [1-9] se koriste relacije (5) i (6), Sto
dokazuje koriS¢enje ovih relacija sve do vremena
istraZivanja u ovom radu.
U manjem broju radova se konstatuje odstupanje
izraCunatog vremena hladenja, ali se ne daju
ispravke ni potvrde i dokazi za tagnost reSenja.
Zato je zbog odstupanja u taCnosti vremena
hladenja, pri izradi British Standarda za ovu oblast
zavarivanja [28], izvrSena ispravka u smislu
tagnijeg izraCunavanja Sto se daje jednacinama (8)
i (9) respektivno za 2D i 3D model.

q? 1 1

tgs=(4300-4,3T,) [ - -1 (8)
d?"(500-T,)* (800-T,)
tgs = (6700-5T, )xqx[ ! ! ] 9)
85 = -5Tp )xqx[ oo o
P 500-T, 800-T,
Kroz primenjena istrazivanja numerickim

izraCunavanjima pronalazi se da i relacije (8) i (9)
na nekim delovima opsega koris¢enja znatno
odstupaju.

3. Apoksimativho odredivanje temperature
predgrevanja primenom metode Lagranzeove
interpolacije

Za tacno odredivanje kriticnog vremena hladenja i
temperature predgrevanja autor ovog rada je sa
koautorima u priloZzenim radovima pored egzaktnog
izraCunavanja primenjivao i iterativne metode kod
reSavanja transcedentnih jednacina. Ova resenja
se mogu naéi i grafickim putem ali to nije uvek
dobar slu¢aj kada se radi o pripremi tehnologije
raznih zavarivanja.

Zato ¢e se relacija (3) reSavati tako Sto ¢e se
transedentni deo koji sadrzi kvadratni koren i
eksponencijalnu funkciju aproksimirati primenom
LagranzZeove interpolacije kako je to ilustrovano u
referencama [25-34]. Posto se kod veéine
zavarivanja proces T(t) zavrSava do vremena od 50
sekundi to ¢e se posmatrati ovaj opseg za
aproksimiranje kroz sledeéi primer.

Primer 1

Projektovati zavarivanje celi¢nih limova debljine
7,Amm i unete koli¢ine toplote qy=13610 J/cm.
IzraCunati optimalnu temperaturu predgrevanja
Celicnog materijala kako bi se dobio kvalitetan var a
da se pri tome ne remeti struktura osnovnog
materijala u proizvodu koji se zavaruje. Koristi se
&elik kritiéne brzine hladenja 15 °C/s.

Da bismo dosli do brzine hladenja, ona je sada
vode€a i ne uzima se u obzr kriti€no vreme
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hladenja tgs, jednacinu (3) iz ovog rada ¢emo
diferencirati po t ¢ime se dobija

. q y: O\t [ ¥ 1
Wo= vd,/4mhicyt P ( 4at -bt) t [ (H -b> Ve 2_\/t](10)
8to posle svodenja i izvlaCenja dela za temperaturu
T daje

1 2
w0=T(y,t)[Z<%-1>-b] (an

Relacija (11) definiSe brzinu hladenja materijala bez
ogranCenjai ona ¢e posluziti da se izraCuna
temperatura predgrevanja. Za slu¢aj y=0, jednacina
(11) postaje

1
Wo="T(O[ 5 +b] . (12)

U realciji (12) koja je posve originalna buduc¢i da
sadrzi osnovni izraz za temperaturu T proizilazi da
izraz u srednjoj zagradi fakti¢ki predstavlja"operator
diferenciranja". Na ovaj nacin je omogucéeno da se
na skracen nacin izraCunava brzina hladenja, a
preko nje i drugi potrebni elementi sve do
temperature predgrevanja.

Problem u osnovi je Sto se u izrazu za temperaturu
javlja kvadratni koren i eksponencijalni ¢lan Sto
jednacinu Cini transcedentnom. Ta jednacina se
moze reSavati graficki, iterativno ili primenom nekih
gotovih paketa koji se koriste u raunarima.

(t-20)(t-35)(t-50) (t-5)(t-35)(t-50)

+ 0,174

4

P, (©)=0,419

(5-20)(5-35)(5-50) (20-5)(20-35)(20-50)

$to posle sredivanja daje

P;()=-0,000007359 t3+0,000841545t2-0,03350835 t+0,56641575

Funkcija data izrazom (17) aproksimira nas
transcedentni ¢lan jednaline (14) sa nekom
greSkom koja mora biti tehnoloski opravdana, s
jedne strane, a s druge strane ona mora analiticki
biti reSiva. U ovom slu€aju posto se radi o polinomu
treCeg stepena on je reSiv pomocu poznatih, u
matematickoj teoriji, Kardanovih obrazaca.

Tako se moze naci vreme tg koje predstavlja vreme
kada na T(t) dijagramu se dostigne vrednost od
800°C, kao i vreme t; kada se postize vrednost
temperature od 500°C, dija razlika odreduje dobro
poznato kriticno veme hladenja u termiji poznato
kao t8/5.

+0,109
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Zato ¢emo mi za na$ primer 1 izdvojiti poznate
elemente od ovih koji treba da se aproksimiraju,

tako da jednacina (3) postaje
e—bt

T()=k— (13

® \/E( )

$to posle smene poznatih veli€ina daje
-bt

T(t)=4015% (14)

Iz jedacine (14) se vidi da je promenljiv deo sa
kvadratnim korenom i eksponencijalni ¢lan, te ¢emo
izvrSiti  aproksimaciju pomoéu Lagranzeovog
interpolacionog polinoma Ill stepena kako bismo
mogli lak8e da analiticki reSavamo projektni
zadatak.

U opstem slu€aju za nepoznatu funkciju f(x) koja je
zadata tabelarno sa pripadajuéim numeri¢kim
vrednostima,kod LagranZeove interpolacije[25-
34],odreduje se reSenje u obliku polinoma:

L .
r=3ax
i=0

gde se odreduju nepoznati koeficijenti a;.

Za razliCite vrednosti vremena t izraCunava se
vremenski zavistan c¢lan jednacine (14) i tako
izabranim parovima, posle izraCunavanja greSaka
aproksimacije i vecih numerickih izraCunavanja,
(5;0,419), (20;0,174),(35;0,109) i (50;0,075) formira
se LagranZeov interpolacioni polinom oblika:

(15)

(t-5)(t-20)(t-50)
(35-5)(35-20)(35-50)

(t-5)(t-20)(t-35)
(50-5)(50-20)(50-35)

+0,075

(16)

(17)

Ali, da bismo izveli obrazac za brzinu hladenja
potrebno je polinom (17) diferencirati po t, tako da
se dobija izraz

W(t)=-0,000022077 t2+ 0,00168309 t-0,03350835 (18)

Kod izraCunavanja vrednosti izraza (17) i (18)
potrebno ih je pomnoziti konstantom k=4015 kako
bismo dobili nominalne veli€ine za pravu
temperaturu,odnosno za brzinu hladenja.

U Tabeli 1za na$ primer zavarivanja iz prakse su
date vrednosti za temperature hladenja i brzine
hladenja, gde je sa "T" oznaCena tac¢na vrednost a
sa "A" aproksimativna.
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Tabela 1. Vrednosti temperature i brzine hladenja za egzaktne vrednosti i priblizne dobijene Lagranzeovim
interpolacionim polinomom

t(s) Temperatura T'(t)(°C) Temperatura T'(t)(°C)  Brzina hladenja W*\(t) /W' (t)(°C/s)
10 1120 1236 -58/-70
15 859 916 -53/-39
20 698 696.7 -35/-26
25 586 561 -21/-19
30 506 481 -11.6/-14.76
35 438 4354 -6.6/-11.7
40 385 405 -6.05/-9.6
45 341 369 -9.93/-8.06
50 301 301.1 -18.25/-6.78
55 272 180 -31/-5.87
60 245 17.7 -48.2/-5.1

Napomena: indeksom "T" oznalena tacna vrednost a sa "A" aproksimativna

U navedenoj tabeli pored temperatura su date i
brzine hladenja respektivno za tafan izraz i za
aproksimacioni interpolacioni polinom 1
stepena.Studiranjem nominalno dobijenih rezultata
vidi se da su temperature priblizne, dovoljno za
inZenjersku praksu u ovom tehnoloskom slucaju,
medutim primetno je veliko odstupanje u brzinama
hladenja.

Tabela 2 daje prikaz relativnog procentualnog
odstupanja tac¢ne i aproksimacione temperature,
S§to je u dozvoljenim granicama za inZenjersku
praksu. Zbog odstupanja brzina hladenja (odnosno
prvih izvoda) uradena je Tabela 3 u kojoj su
predstavljena relativha procentualna odstupanja.

Tabela 2. Procentualno odstupanje tacne i aproksimacione temperature hladjenja

t(s)  Temperatura T'(t)(°C) Temperatura T'(t)(°C) Relat.greska (%)
10 1120 1236 10
15 859 916 6.6
20 698 696.7 0.2
25 586 561 4.3
30 506 481 4.9
35 438 435.4 0.6
40 385 405 5.2
45 341 369 8.2
50 301 301.1 0.0
55 272 180 33.8

Napomena: indeksom "T" ozna¢ena tacna vrednost a sa "A" aproksimativna

Tabela 3. Procentualno odstupanje prvog izvoda (brzine hladjenja) taéne i aproksimacione formule

t(s) Tacni prviizvod(°C/s) Aproksimacioni prvi izvod(°C/s)

Relat.greska (%)

10 -70 -58 20.68
15 -39 -53 35.89
20 -26 -35 34.6

25 -19 -21 10.53
30 -14.76 -11.6 21.46
35 -11.7 -6.6 43.58
40 -9.6 -6.05 -36.97
45 -8.06 -9.93 23.20
50 -6.78 -18.25 -169.2
55 -5.87 -31 -428.1
60 -5.1 -48.2 -845.1

Napomena: indeksom "T" oznalena tacna vrednost a sa "A" aproksimativna
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Uvidom u vrednosti relativnog odstupanja u
procentima za brzine hladenja, tj. prvih izvoda
intepolacionog polinoma, konstatuje se velika
pogreSka u izraCunavanju prvog izvoda iako je
funkcija iz izraza (18) diferencijabilna i ispunjava
sve uslove za diferenciranje po referencama iz
priloga ovog rada.Tako se i <&vornoj tacki
interpolacionog polinoma za vreme od 50 s ima
relativno odstupanje od oko 170%, pri 55s ¢&ak
428% Sto je nedopustivo veliko
odstupanje.Prosecno odstupanje brzine hladenja u
opsegu 10s do 50 s iznosi 44°C/s $to direktno ima

4
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za posledicu netacno odredivanje temperature
predgrevanja.

Problem odstupanja brzina hladenja dovodi u
pitanje taCnost diferenciranja, te da bi se to istrazilo
konstruisaéemo pripadajuce graficke zavisnosti za
temperature hladenja i brzine hladenja koje su
numeri¢li date u Tabelama 1 i 2.Na Slici 1.su dati
grafici za temperature hladenja i oni pokazuju
opravdanst i valjanost aproksimacije $to su
potvrdile i vrednosti iz ranije navedenih tabela, gde
posle 50s interpolacioni polinom daje znacajnija
odstupanja (kriva 2).

1400

1200 \
1000 \

800

Seriesl

600

400

e Series2

Temperatura [°C]

200

0 T T T T T

AN

1 2 3 4 5 6
Vreme t[s],t=5+5i,i=1,...,11.

7 8 9

10 11

Slika 1. Graficki prikaz temperature hladenja po tacnoj (kriva 1) i aproksimacionoj formuli (kriva 2)

Slika 2. prikazuje,pored temperatura hladenja i
grafiCke zavisnosti za brzine hladenja Sto i zelimo
da jo$ podrobnije ispitamo.

Series1

e Series2

) Series3

= Seriesd

1500
-
Q. |
£ 1000
()
[

500
z
g
o & 0 T T T T T
[l
*
=
% -500 L
s
n
@ -1000

Vreme t[s], t=5+5i,i=1,...,11

Slika 2. Graficki prikaz tacnih (kriva1) i aproksimativnih (kriva 2) temperatura
i tacne brzine hladenja(kriva 3) i aproksimativne brzine hladenja (kriva 4)
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Na Slici 2.kriva "3" predstavlja prvi izvod taéne
temperature, a kriva "4" predstavlja prvi izvod
aproksimacione krive za temperaturu i dokazuje se
neta¢nost.Radi bolje vidljivosti vrednosti za brzine
hladenja su povecane deset puta, to je negativni

4
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deo ordinatne ose.Ovo ¢e se potkrepiti grafikom sa
slike Slike 3, gde je veoma primetno veliko
odstupanje krive "2" koja predstavlja prvi izvod
interpolacionog polinoma (17) u obliku (18).

I
S

s/
4

[/

o
o

Seriesl

Series2

Pl

Brzina hladenja W [°C/s]
A
o

o)
S}

/

N
o

0
o

Vreme t[s] ,t=5+5i,i=1,...,11.

Slika 3. Grafici prvih izvoda (brzina hladenja) po tacnoj (kriva 1)
i interpolacionoj formuli (kriva 2)

Sa Slike 3 se vidi da brzina hladenja dobijena
diferenciranjem interpolacionog polinoma se
smanjuje, dostize ekstremum, i ponovo raste. Sve
ovo pored velikog nominalnog odstupanja u odnosu
na taénu krivu, stvara jo§ veéi problem buduéi da
ponovo raste posle ekstrema. Zbog ovoga bi se
dobila dva reSenja kada bi se reSavala kvadratna
jednacina i to bi dovelo do zabune. NaZalost oba
reSenja bi bila neta¢na, a za male vrednosti brzine
hladenja ne bi se naslo reSenje.

4. Analiza rezultata i diskusija

U prethodnom delu rada je aproksimirana zavisnost
za temperaturu T(t) &ime su stvoreni uslovi za
prosta analiti¢ka izraCunavanja temperature u
funkciji vremena i kriti€nog vremena hladenja.
Prikazate se posebni grafici za temperaturu i
brzinu hladenja za egzaktne =zavisnosti i
aproksimacione, jer to do sada nije uradeno. Na
Slici 4. je prikazan grafik za tacne vrednosti a na
Slici 5. za aproksimacione vrednosti.

1500
(%)
S
F 1000 N\
Q.
£ \
()]
[

>00 \
T .
g — Seriesl
§ 0 T T T T T T T T — Series2
*; 1 2 3 & 7 8 9 10 11
.‘?; 500
s .
g /
[=4]

-1000 —

Vreme t [s], t=5+5i,i=1,...,11.

Slika 4. Graficke zavisnosti za temperaturu (kriva 1) i
brzinu hladenja (kriva 2) po tacnim formulama
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Slika 5.Grafi¢ki prikaz aproksimativnog modela za temperaturu (kriva 1)
i brzinu hladenja (kriva 2)

Za grafike saSlika 4 i 5 vazi da je za brzinu
hladenja zbog povecanja rezolucije uvecane su
vrednosti za deset puta. Zbog potvrdivanja
netaCnosti prvih izvoda interpolacionih polinoma
konstruisace se grafik dat na Slici 6. gde je

ilustrovan relativni procentaulni podatak netaCne
vrednosti u odnosu na ta¢nu koja je dobijena
diferenciranjem transcedentne jednaline za
temperaturu (3) predstavljene izrazom (10).
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Sika 6. Grafik procentualnog odstupanja prvog izvoda (brzine hladjenja) egzaktnog izraza i izvoda aproksimacionog
polinoma u funkciji viemena

Grafik sa Slike 6. dokazuje neispravnost nalazenja
prvog izvoda koja ne moZzZe biti tolerisana jer
pokazuje veliku netatnost kada se diferencira
dobijena formula nastala putem interpolacije. Ovo
je autor ovog rada utvrdio da se to isto deSava i kod
drugih inetrpolacionih polinoma.To se isto potvrduje
i analiticki kada se izraz za brzinu hladenja
izjednaci sa zadatom vredno$¢u, najcesce ne moze

se naci tacno reSenje, a ponekad se dobijaju
konjugovano kompleksna resenja.

Radi reSavanja nastalog problema, autor ovog
rada, na bazi visegodisnjih iskustava, uvesce jednu
posve novu invenciju, tako $to buducéi da je
T(MO=P(t) +R (19)
a R je dozvoljiva greSka aproksimacije, to izraz za
brzinu hladenja je sada
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1
Wo=-P; (t)[2—t+b] : (20)

Za primer br.1, se zamenom da je Wy=15 °C/s, i za
Ps(t) iz (17) dobija vrednost za vreme t, u iznosu od
29.5s Kkarakteristicno i kljuéno u odredivanju
temperature predgrevanja. Smenom ove vrednosti
za t u (17) dobija se temperatura

T(t)=500°C (21)

gija razlika do temperature od 800 °C predstavlja
temperaturu predgrevanja

T,=800-500=300°C (22)
Zavarivanje iz primera 1 treba prethodno ostvariti
tako da se izvrSi predgrevanje na temperaturi
300°C. Ovim je na originalan naéin, i pored
problema sa neta¢nim diferenciranjem, predstavljen
originalan taCan analitiCki algoritam koji ¢e koristiti u
reSavanju problema iz termije uvodenjem novog
tipa diferenciranja. Novo diferenciranje se
primenjuje od izraza dobijenog posle diferenciranja
tatnog izraza T(t), tako $to se tim novim izrazom, a
bez T(t), mnozi interpolacioni polinom dobijen
LagranZeovom interpolaciojom.

Za slu€aj primene izraza (18) dobile bi se dve
vrednost temperature predgrevanja, Sto stvara
problem odluke koja da se uzme, s jedne strane, i
velika odstupanja u posmatranom intervalu,
prosecno od oko 44%, S druge
strane,onemogucavaju primenu u praksi. To bi za
posledicu imalo lo§ var sa visokim procentom
ugljienika i krtu strukturu po [4].

5. Zaklju€ak

Ovaj rad je rezultat teoretsko primenjenih
istrazivanja u duzem vremenskom periodu.
Obradeno je i prezentovano kretanje u teoriji i
praksi, kada je pronadeno da ima vise formula za
izraCunavanje klju¢nih veli€ina u termiji, kojom
prilikom je utvrdeno da ne daju precizne rezultate
na svim segmentima izraCunavanja koji su potrebni
u termiji kod zavarivanja. Te formule se i danas
navode u brojnim radovima, knjigama pa €ak i u
disertacijama bez identifikovanja tacnosti rezultata.
A kasnije se primenju gotovi kupljeni softverski
paketi za simulaciju i izraunavanje kako bi se
stvorio privid primene postojece teorije. Autor ovog
rada je sa koautorima i sam u brojnim svojim
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